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Einleitung

* In dieser Vorlesung wird die hydrodynamische Modellierung von
Gerinneflissen behandelt.

« Bisher wurden vereinfachte Modelle beschrieben, in der das
Gerinne als eine Kaskade von Speichern (Nash Kaskade) oder
Flusselementen dargestellt wird, (Pulsverformung, Muskingum
Methode) wobei nur die Massenerhaltung zur Anwendung kommt.

* In folgenden Abschnitten wir die Beschreibung des
Gerinneabflusses unter Einbeziehung des Erhalts von Masse und
Impuls beschrieben (hydrodynamisches Modell).

» Die daraus resultierende Beschreibung gestattet eine physikalische
Darstellung der Ausbreitung einer Flutwelle, mit genauerer
Reproduktion der Pegelstande, als dies mit vereinfachten Modellen
maoglich ist.

» Die Kehrseite der hydrodynamischen Modellierung ist ein gro3erer

Km\upaten und Rechenzeitaufwand.
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Hydrodynamisches Verfahren zur
Wellenausbreitung

Rightfloodplain
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Flussquerschnittsprofile am Rhein
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Grundlegenden Annahmen

Die folgenden Annahmen liegen der hydrodynamischen Modellierung
(Saint-Venant Modell ) des Gerinneabflusses zugrunde:

« Der Flussbeschreibung ist 1-D, 2-D Effekte spielen keine Rolle.

« Die vertikale Beschleunigung ist vernachlassigbar und die
Druckverteilung darum hydrostatisch.

* Die Krimmung der Rinne ist klein.
« Die Rinne weist ein mildes Sohlgefalle auf.

« Die Reibungsverluste werden durch die Manning bzw. Strickler
Formel beschrieben.

« Das Fluid ist nicht komprimierbar mit konstanter Dichte p.
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Das Saint-Venant Modell

« Die vollstandigste Beschreibung eines 1-D Gerinneabflusses sind
die Saint-Venant Gleichungen. Sie ful3en auf der Masse und
Impulserhaltung des Wassers.

« Die Massenerhaltung fur ein infinitesimales Flusssegment ist:

dQ 04

ox Tt 1

« Die Impulserhaltung wird wie folgt angeschrieben:

10 19 02 Lo
A0t T Ao\ ) T95x 9G35 =

Die simultane L6ésung der gekoppelten Gleichungen fihrt zur
Ermittlung von Q(x,t) und A(x,t) in Raum und Zeit.
‘swldas Modell wird auch ,dynamische Welle® genannt.
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Massenerhaltung

« Die Massenerhaltung kann in zwei Formen angeschrieben werden:

0Q 0A « Erhaltungsform (der Abfluss Q=v A ist

o T 4 abhangige Variable). In der
Erhaltungsform ist die
Erhaltungsgrofe ,Masse” direkt

erhalten.

d(vh) N oh \
ox oc ¢ | | |
* Nicht-Erhaltungsform bei Flussbreite B,
> wobei dA=Bdh. Hier ist die
Fliessgeschwindigkeit die abhangige
Lo v ok q Variable.
dx dx Ot
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Ableitung der Impulserhaltung

 Anwendung des Transportsatzes von Reynolds am Kontrollvolumen

d
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Summe der Impulsspeichereffekt im Impulsfluss durch die

Krafte am Kontrollvolumen Aullengrenze des

Kontrollvolumen Kontrollvolumens
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Ableitung der Impulserhaltung (fortf.)

 Anwendung des Transportsatzes von Reynolds am Kontrollvolumen

yr-
|
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Ableitung der Impulserhaltung (fortf.)

 Anwendung des Transportsatzes von Reynolds am Kontrollvolumen
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Ermittlung der einzelnen Kréafte

F, = pgAdx sin(a) = pgAdxSy ; sin(a) = dz,/dx = S Gravitat
Fr = pgAdxS; Reibung

h
Fpu = j pgb(y)(h — y)dy Druckkraft Eingang

Fpa = Fyy x Druckkraft Ausgang

h

anu_j oh +j " )abd ~ Aah+j " )6bd

5 = | Pabo—dy+ | pg(h=y)=—dy = pgA——+ | pg(h—y)=—dy
0 0 0

h
Fyp = l] pg(h—y)%dy‘ dx Druckkraft an den Seiten des Gerinnes
0
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Summe der Krafte

 Die Krafte werden addiert:

dF,
— — pu
E F = Fy = Ff + By = Fpa & Fypp = Fy = Fy + Fpyy = Fyyy = —"-dx + P
doh

= pgAdx(SO — Sf) — pgha dx

« und anschliel3end in den Reynoldsatz substituiert. Man erhalt die
Impulserhaltung:

aQ+0QZ+Aah AGS. —S) = 0
ot Tax\a ) T945; 940 = 55) =
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Analyse der Impulserhaltung

v 4+ VGV 1+ g% —g(S, —S) =0 Nichterhaltungs-
at ' 9x | 7 ox /
form
Lokale Konvektive Druckkraft  Gravitat Reibung

Beschleunigung Beschleunigung

100Q

L1 Q2 Lo o
Aot Aodx gax 9(So f)— Erhaltungsform

| Kinematische
Welle

| Diffusionswelle

| Dynamische
Welle
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Das Dynamische Wellenmodell

« Das dynamische Wellenmodell (auch Saint-Venant Modell genannt)
Ist das vollstandige physikalisch-deterministische Modell, das zur 1-
Dimensionalen Beschreibung der Flutwellenausbreitung in einem
Gerinne zur Verfligung steht.

« Das Modell enthalt alle Beschleunigungs- und konvektiven Terme,
sowie die Gradienten der Wasseroberflache, die zur Beschreibung
der Flutwelle erforderlich sind.

* Ruckstaueffekte durch Hindernisse flussabwarts konnen durch die
Darstellung der Neigung der Wasseroberflache (Ruckstauprofil)
physikalisch korrekt beschrieben werden.

« Das dynamische Modell ist auch geeignet um Stromungen mit sehr
geringen Sohlgefallen, i.e. S,<10-4, physikalisch adaquat zu
beschreiben.
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Nicht-stationarer ungleichformiger Abfluss

« Die Impulserhaltung des dynamische Wellenmodells kann
umstrukturiert werden und der Abfluss als eine Funktion der
verschiedenen Beschleunigungsterme ausgedrtckt werden,

« Unter nicht-stationarem, ungleichférmigem Abfluss besteht eine
Hysterese Effekt (=Verzdgerung) zwischen Abfluss und Pegelstand:

1dh 1 d(Q%/4) 1 do]*?
Sodx spgA dx SogA dt

Q=0Q,|1-

« Mit sich verringerndem Sohlgefalle S, nimmt der Einfluss der Terme
mit negativem Vorzeichen in der Klammer an Bedeutung zu, was zu
einer typischen Q(y) (Abflusskurve) mit Hystereseeffekt flhrt.
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Nicht-stationarer ungleichformiger Abfluss: Q(h)

Nicht-stationare Abflusskurve

(dynamische Welle) TN

detalil
| o hl/ot = 0 Q/ox=0
"""""""""""" : il =0
o f \/—4
<« 0Q/ot=0
A stationarer Abfluss
(I«’%inematische Welle)
<h _ 1 an]t/2
Annaherung: Q = Q, [1 T Secdt ;
¢ = Wellengeschwindigkeit

Lo > Q
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Anwendung des dynamischen Wellenmodells

* Mit dem dynamischen
Wellenmodell werden nicht-
stationare ungleichférmige 1-D
Stromungen in Gerinnen
simuliert.

Plan View

« Hydrodynamische
Eigenschaften wie die
hydraulische Rauheit des
Flussbetts kdnnen ebenfalls
raumlich variabel angegeben
we rden . Cross Section A-A

Fluss mit Uberlaufgebieten und Querschnittsansicht
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Das Kinematische Wellenmodell

Beim kinematischen Wellenmodell wird die Impulserhaltung stark

°
2

<

vereinfacht:
g(So —Sr) =0=S, =S¢. Nach Manning: Sy = n

~ERTES

R

« Diese Annahme bedeutet, dass die Neigung der Energielinie gleich
jener der Wasseroberflache ist. Dies ist ausschlie3lich in Gerinnen

mit einer Sohlneigung > 104 der Fall.

Die Massenerhaltung bleibt bestehen:

dQ 0A

ox Tor 1
* Die Massenerhaltung wird zusammen mit der Manning Gleichung
genutzt um Q=VA zu ersetzen, und die Gleichung nach Querschnitt

WiSe 2021/2022

m bzw. der Wassertiefe h zu lésen.
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Anwendung des Kinematischen Wellenmodells

« Bei der kinematischen Welle werden die Beschleunigungsterme, die
konvektiven Terme und die raumliche Verformung des
Wasserspiegels in der Impulserhaltung vernachlassigt.

« Das Ergebnis ist eine einfache Differentialgleichung, die unter
bestimmten Bedingungen auch analytisch gelost werden kann.

« Das Modell ist nicht fir die Simulation von Gefallen mit einer
Sohlneigung S,<10“# geeignet, da die hydrodynamischen Terme, die
fur die Krimmung des Wasserspiegels verantwortlich sind, fehlen.

« Das Modell kann nicht Staueffekte, die von flussabwarts gelegene
Hindernisse (z.B. Briicken, Verengung) verursacht werden,
reproduzieren.

* Die einfache Ldsbarkeit der Gleichung (durch z.B. ein explizites
Schema) ist ein entschiedener Vorteil gegentiber dem vollstandigen
Saint-Venant Modell.
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Dynamische vs. Kinematische Welle

< dx >
— —=
Beobachter
Allmahliche P — t = 3Dt = Allmahliche
Steigung des - o Steigung des
Pegels mit t=2Dt = t= 2Dt = Pegels, keine
Neigur]g der ¢ =Dt v t= Dt = Neigung _
Oberflache = = der Oberflache, i.e.
dh/dx#0 -0 t=0 dh/dx=0
<G— dx —> <+— dx —>
(L) Ansicht der @ @  Ansichtder @
dynamischen Welle kinematischen Welle
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Diffusionswelle

« Bei der Diffusionswelle wird dir Impulserhaltung folgendermal3en
vereinfacht:

oh
ga—g(So—Sf) =0

« Diese Annahme bedeutet dass die raumliche Veranderung der
Wasserspiegelneigung berlcksichtigt wird, die Konvektiven und
Beschleunigungsterme aber vernachlassigt werden.

« Die Massenerhaltung bleibt:
0Q 0A

ax T 4

Durch Kombination erhalt man eine Konvektion-Diffusionsgleichung:

90 oh_9Q oh_92(
ot B
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Vor und Nachteile des Diffusionswellenmodells

Vorteile des Diffusionswellenmodell sind:

* Numerisch Stabilitat fur schiel3ende Stromungen (superkritische
Strémung)

« Fast vergleichbares Verhalten wie das dynamische Wellenmodell im
Bereich superkritischer Stromung.

Nachteile sind:

« die Unfahigkeit des Modells Ruckstaueffekte bei geringer
Sohlneigung korrekt darzustellen, da entscheidende Terme fehlen.

« Das Modell ist nicht zu 100% massenerhaltend, aul3er es handelt
sich um eine lineare Diffusionswelle mir konstanten Koeffizienten C
und D.

« Das Modell ist nicht geeignet Stromungen darzustellen, in der eine
nicht-vernachlassigbare Neigung der Wasseroberflache auftritt, wie
z.B. im Falle von Dammbruchereignissen, und das Sohlgefélle

SR y
Mermg ISt, 1.e. S;<10“.
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LOsung der Saint-Venant Gleichungen

« Analytisches Verfahren durch

Annaherung

— Die analytische Lésung wird durch ¢
Trennung der Variablen ermdglicht T Ax Ax

— Eine analytische Losung ist nur in ) R ]
wenigen besonderen Fallen der (n+ 1At /f @ @ @ @ @
kinematischen Welle moglich. // /L /L /L /L /L (At

nAt | S —w—&—

* Numerisches Verfahren -1 Y i i+l i+

— Finite Differenzen bzw. Finite Volumen —» X
Methode.

x-t Raum fur Finite Differenzen Losung
— Die Gleichungen werden in Raum (X)
und Zeit (t) diskretisiert.

— ,Staggered-Grid“ Schematisierung
(verschobenes Gitter) .

— Die numerische Losung fthrt zu
Abflissen Q und Wassertiefen h an den
Q%terpunkten.
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Ansatze der numerischen Losung

o avh) _

« Massenerhaltungsgleichung:
ot OX

0

« Diskretisierung mit der Methode der finiten Differenzen:

n+1 n n n+6 n n+o6
hi _hi + hi+1/2 Vi — hi—1/2 Viwa -0

At AX

« wobei v™"? = (1 — 0)v™ + 6v™*1 und 0 ein durch den Nutzer
definiertes Gewicht ist, das z.B. gleich 8 = 1/2 gesetzt werden
kann.

 ( =1z, +h ist die absolute Hohe der Wasseroberflache.

« Die numerische Diskretisierung der Gleichungen flhrt zu einem
linearen Gleichungssystem mit multiplen Diagonalen.

QW\U al, Vinjz + fl, hin+1 + 71 ViTEZ =0l
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Ansatze der numerischen Losung (fortf.)

- Impulserhaltung: N ov& g% 1 gs. =0
ot ox T ax

» Diskretisierung mit der Methode der finiten Differenzen

n+1

n+1 n n+6 n+6 A Vi,
i+

Viiro —Visyo n a(v”,v”) 1 g Giv1 G ‘e, i+1/2
At AX

=0

hir:-1/2
« wobei ¢ =z +hdie absolute Hohe der Wasseroberflache ist.
* a(u™ um) ist eine Generalisierung des konvektiven Impulsterms:

V. .0 . —V 0
a(Vn,Vn):V@ zlli—a(vq) —Vaq:|:_1 I+1q|+1 Iql _Vi+1/2 qu ql
oXx h| OXx OX itz AX AX
h h+h, . = 0.,,+q,
N2 = L, g, =—F 2 und gy, =NV

fwu
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Ansatze der numerischen Losung (fortf.)

« Die Terme werden geordnet und man erhalt ein lineares
Gleichungssystem mit drei Diagonalen:

a2, i+ B2, Vi, + 72 iy =062,

« Durch Kombination der Massenerhaltungsgleichung und der
Impulserhaltungsgleichung erhalt man ein Gleichungssystem in
ausschlieRlich absoluten Hohen ¢; des Wasserspiegels:

n+1

a§|n+11+18i§| +7/|g|+1 _é‘i

» Anschlie3end kdnnen die Stromungsgeschwindigkeiten Vi und die
Durchflisse abgeleitet werden.
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Zusammenfassung

* In dieser Vorlesung wurde die hydrodynamische Modelle der
Wellenausbreitung behandelt.

« Diese Modelle ful3en auf die Erhaltung von 1) Masse und 2) Impuls
des Wassers.

« Das vollstdndige Modell sind die Saint-Venant Gleichungen bzw.
das dynamische Wellenmodell.

« Vereinfachte Formen sind a) das Diffusionswellenmodell und b) das
kinematische Wellenmodell.

» Die vereinfachten Modelle sind auf bestimmte Anwendungsbereiche
begrenzt, bei denen die unterliegenden physikalischen Annahmen
gultig sind.

 Anwendungen aul3erhalb diese Giultigkeitsbereiche fihren zu
verzerrten Modellergebnissen.
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