Technische Mechanik 2 (SS 2011)

6. Arbeitssatz, Prinzip der virtuellen
Verschiebungen (PvV) und Prinzip
der virtuellen Krafte (PvK)
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6.1 Grundbegriffe und Arbeitssatz

Arbeit:
Arbeit = Kraft -

W=F-.u

U

Einheit: Joule =J = N - m (JAMES PRESCOTT JOULE, Physiker, 1818—-1889)

LEHRSTUHL FUR BAUSTATIK " UNIVERSITAT SIEGEN



6.1 Grundbegriffe und Arbeitssatz

Verallgemeinerung:

1.) Arbeit eines Kraftvektors

Gesamte Arbeit:

dr — infinitesimale Verschiebung

|F|CGSE¥
AT
a <.
7
dW = F' - di = |F||d7]| cos a
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6.1 Grundbegriffe und Arbeitssatz

2.) Arbeit eines Momentenvektors

AW = M - d¢

W=/dW=/M.

¢ — Drehvektor

Konservative Krafte:

Kréfte, deren Arbeit nicht von der Bahn abhéngt, nennt man konservative Kriifte.
Konservative Krifte lassen sich aus einen Potential II ableiten:

H=—W=—/ﬁd1‘~'
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6.1 Grundbegriffe und Arbeitssatz

Beispiel 1:

VWA ———
VN~ F

Ffd—e—rF

Beispiel 2: Gewichtskraft

4

G

T

1
Hf=§ca:2
x x
— _ . 1 2
Wy=— | Frdz =— [ czd =—§cx
0 0
oIl
Ffza—xf:—ca:

(—: gegen z-Richtung !)
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6.1 Grundbegriffe und Arbeitssatz

Beispiel 3: Zugstab

£ U

F, F wird langsam aufgebracht!
o — , __F-¢ - EA_
) U= —7r ———) F = 7 U
Flooooo l :

Arbeit der dulleren Kraft:

r - 2

N W:/F(a)dﬂ,z %ﬁdﬂ,:E—Au—

- o u 4 £ 2
0 0
it u = ££ W = 1F )
mit u = 5% —) 9
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6.1 Grundbegriffe und Arbeitssatz

Arbeit der inneren Kraft: du
dx .
N I 1 1
: . o N1
mit dem Elastizititsgesetz: o = Fedxz, g = E-AF%
e ¢
1 N2 . . 1 [ N2 .
0 0
Falls N = const, FA = const, dann ,_Fl
1 F%¢ " EA 1
=2 F=N! [M=—F-
2FA ( ) 9) .

Vergleich von W und 11 liefert: |W =11
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Arbeitssatz

Arbeitssatz:

W =11

Bei einem elastischen System wird die Arbeit der aul3eren Krafte (Lasten)
als innere Energie (Formanderungsenergie) gespeichert!

W :  Arbeit der auReren Krafte

I1: Innere Energie, Formanderungsenergie, Arbeit der inneren Krafte

Der Arbeitssatz gilt auch fur Biegung, Schub und Torsion. Die Formanderungs-
energie kann aus der folgenden Gleichung bestimmt werden:

I1 :jH*dx
0
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Arbeitssatz

Forminderungsenergie I1 pro Lingeneinheit (Forminderungsenergiedichte):

Zug/Druck Biegung Querkraft Torsion
lNE LM s lV? lM ¢
2 2 2 2
L Eae? L Ely” Lea e ! Gl,¢"
2 2 2 7 2
/2 | M? | V? | M;
2 EA 2 El 2 GA, 2GI,
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Arbeitssatz

Fur die Formanderungsenergie bei Fachwerken gilt:

oy
=22 a,

Dabe1 sind:

w . Drehwinkel des Querschnittes
v . Mittlere Winkelinderung (Verzerrung) ¥ = w’ + i eines Balkenelements
¢ : Drehwinkel des Querschnittes infolee Torsion
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Arbeitssatz

Falls ein Bauteil mehrere Beanspruchungsarten hat, so darf super-

poniert werden:
Die gesamte Energie ergibt sich durch Addition der einzelnen

Antelle!

Bsp.: Balken unter Zug, Biegung und Torsion

B 1M
:Iz EAYX j2G|T dsz e ¢

Der Arbeitssatz kann zur Bestimmung der Verschiebung des
Lastangriffspunktes in Richtung der Kraft bzw. Verdrehung
In Richtung des Momentes verwendet werden.
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Der Arbeitssatz gilt auch fur virtuelle Arbeit und virtuelle
Formanderungsenergie:

oW = Il

OW : virtuelle Arbeit

OIl: virtuelle Forméanderungsenergie

O(+): Variation einer GroRe
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Rechenregeln flr die Variation einer Funktion:

o F (X) :ﬁ5x =d—F5x
OX dx
OF (X, X5ty X ) = f5xl +£5x2 +...+£5xn
OX, OX, OX,
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Moglichkeiten:

1.)  Wirklicher Kraftzustand, virtueller Verschiebungszustand:
Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

SW = FSF oder oW =M &g
o1 = [ Nozdx

2.)  Wirklicher Verschiebungszustand, virtueller Kraftzustand:
Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

SW =7 6F oder W = @M
él:I=j<95Ndx
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV):

oW = Ol

Bei einer virtuellen Verschiebung aus der Gleichgewichtslage ist die Arbeit der
aulleren Kréafte gleich der Arbeit der inneren Krafte (Formanderungsenergie).

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV) ist eine Gleich-
gewichtsaussage (Gleichgewicht). PvV wird auch als Prinzip der
virtuellen Verrickungen oder Prinzip der virtuellen Arbeit bezeichnet.
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Virtuelle Verschiebungen sind Verschiebungen oder Verdrehungen,

die

e gedacht (d.h. in Wirklichkeit gar nicht vorhanden),

o differentiell klein,

e geometrisch moglich (d.h. mit den Bindungen des Systems
vertraglich) sind.

Virtuelle Verschiebungen sind beliebig wahlbar. In der Regel werden
sie zu 1 gesetzt.
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Virtuelle Arbeit der aufReren Krifte oW im PvV:
OW =—F -1 fiireine Kraft F
OW =—M -1 fiir ein Moment M

Dabei wir die virtuelle Verschiebung bzw. Verdrehung in entgegengesetzter Richtung zur
Kraft F bzw. zum Moment M angebracht.

Virtuelle Formianderungsenergie o1 im PvV:

Zug/Druck Biegung Querkraft Torsion
Al | Noedx | M sy dx (v &y [ M, 5¢dx

LEHRSTUHL FUR BAUSTATIK " UNIVERSITAT SIEGEN




6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

2 Sonderfalle:

1.) Starrkorper: Keine Formanderung —> él_[ — O
2.) Bewegliche oder kinematische Systeme: O [ = ()

In beiden Fallen vereinfacht sich das PvV zu:

oW =0

Zwel wichtige Anwendungen vom PvV:

1.) Bestimmung der Auflagerreaktionen und diskreten Schnittgrof3en.
2.) Bestimmung der Gleichgewichtslagen.
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

1.) Bestimmung der Auflagerreaktionen und diskreten Schnittgrofien:

Bestimmung der Auflagerreaktionen:

Die zu der gesuchten Auflagerreaktion gehidrende Lagerung wird entfernt oder mit
einem Gelenk modifiziert. Die gesuchte Auflagerreaktion wird angetragen.

Eine zur gesuchten Auflagerreaktion gehdrende virtuelle VerschiebungseroBe &d= 1
wird entgegengesetzt zur gesuchten Auflagereaktion angebrachit.

Aus oW =0 erhiilt man die gesuchte Auflagerreaktion.

Bestimmung der Schnittgrofden (Kraftgrofden):

Die Lagerung des Originalsystems wird iibernommen.

Durch den Einbau von Verschiebungsmechanismen (Gelenken) wird die gesuchte
KraftgroBe ausgelost. Sie wird als DoppelgroBe an den beiden Schnittufern
angetragen.

Eine zur gesuchten KrafteroBe gehorende virtuelle Verschiebungsgrofe &d=1 wird
entgecengesetzt zur gesuchten Kraftgrébe angebracht.

Aus oW =0 erhilt man die gesuchte Krafterobe.
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

Virtuelle Verschiebungsmechanismen zu den gesuchten Kraftgrofden

Gesuchte KraftgroBe

Mm Vim Nm
TN %
Schnittprinzip | . / 0z
(Mechanismus) )r 'j("'Mm T+ Vm //
+M V /" + Nen
m +Vm + N,
e
Knickwinkel Sprung Spreizung
1 1 1
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6.2 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PvV)

2.) Bestimmung der Gleichgewichtslagen:
e Koordinatensystem eintiihren.
e Virtuelle Verschiebung bzw. Verdrehung bestimmen.
e Virtuelle Arbeit oW bestimmen.
e Aus oW =0 erhilt man die gesuchten Gleichgewichtslagen.
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6.3 Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

Bei dem PvK wird eine virtuelle Kraft an der Stelle der gesuchten
Verschiebungsgrof3e in ihrer Richtung verwendet.

Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

SW = 4TI

Die bei einer virtuellen Kraftgrofpe an den wirklichen Verschiebungen geleistete dufere
Arbeit und innere Arbeit sind gleich.

oW : virtuelle Komplementirarbeit (Ergiinzungsarbeit) der dulieren Kriifte
Ol : virtuelle Komplementirforminderungsenergie (Ergiinzungsform-

inderungsenergie)

Das Prinzip der virtuellen Kritte (PvK) 1st eine kinematische Aussage (Kinematik). PvK wird
auch als Prinzip der virtuellen Komplementiirarbeit oder Prinzip der virtuellen
Ergdnzungsarbeit bezeichnet.
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6.3 Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

Virtuelle Komplementirarbeit der duf3eren Kriifte W im PvK:

OW =1-d ftir eine Verschiebung d
oW =1 @ fiir eine Verdrehung ¢

Dabei wird die virtuelle KrafteroBe (Kraft bzw. Moment) in der Regel zu 1 gesetzt und sie
wird in Richtung der Verschiebungsgriobe (Verschiebung d bzw. Verdrehung ¢ ) angebracht.

Virtuelle Komplementirforminderungsenergie JI1 im PvK

Zug/Druck Biegung Querkraft Torsion
T1 o) - M. -oM
STI ,[N -ON . M -oM " J-V (W:b. J'f T Mr o
El GA, G!T
N-N M-M V.V
s | Ime | e | Tas | e
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6.3 Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

Beil Fachwerken gilt:

- Si'Si'Ii
e ey

Dabei sind:
N. M.V .M,.,S,: SchnittgroBen aus den wirklichen duferen Belastungen

N.M.V,M.,S,: SchnitteroBen aus den virtuellen Kriiften 1
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6.3 Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

Mit dem Prinzip der virtuellen Krifte (PvK) konnen diskrete VerschiebungsgroBen bestimmt
werden. Dazu ist die folgende Vorgehensweise erforderlich:
e FEine virtuelle Krafterofe (Last) 8F = 1 wird nach Art, Ort und Richtung
entsprechend der gesuchten Verschiebungsgriébe d angebrachi.

e Aus der Arbeitsgleichung W = 1 erhilt man die gesuchte Verschiebungsgrofe

d—j h+j

d Y+ I %ﬁ'
T

.ff\—l—j
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6.3 Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

LEHRSTUHL FUR BAUSTATIK

Virtuelle Kraftgrofden zu den gesuchten Verschiebungsgrofien

Virtuelle
Gesuchte Verschiebungsgrofden d Kraftgrofie
(Last) oF
Verschiebungskomponente / /
T d T
)~ 1=
Verdrehung \ \
W, 7
Differenzverschiebung

k
Stabdrehwinkel . Ny
' Vi
W .
Differenzverdrehung /“‘(’ = ><
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6.3 Prinzip der virtuellen Krafte (PvK)

Bemerkung:

Bei konstanten EA und E/ kann die Auswertung der Integrale mit der Integral- bzw.

Koppeltatel durchgefiithrt werden.
Zum Beispiel

M -M
!

f
dx = LI '=— (- Tafelwert
El g El
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Zusammenfassung: Arbeitssatz, PvV, PvK

Verschiebungsgroflen
an der Laststelle
in Lastrichtung

 Auflagerkrafte
» Schnittgré3en
» Gleichgewichtslage

=N

F‘ 7
Y

an beliebiger Stelle
in beliebiger Richtu

Verschiebungsgrt)fse

777
n

ng

LEHRSTUHL FUR BAUSTATIK

" UNIVERSITAT

SIEGEN



